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Hochspannungstechnik |
Ubung 3

Losung zu Aufgabe 1/ Ubungsblatt 3

Kugelsymmetrisches Problem:

Bild: Feld einer positiven Punktladung
- Q =el. Ladung, D = el. Flussdichte

Satz vom HullenfluRR:

@SBdK:Q:LP

{pD dA =D(ffdA

D ist auf der Hullflache konstant und aus Symmetriegriinden nur von r
abhangig

(<ﬂ>dA entspricht der Kugelflache einer Kugel mit dem Radiusr)
=D(r)-A(r) A

{pD dA =D(r)-4mr’

A

D(r)e41r* =Q

Feldstarkefunktion:

E(r) = DS) Q

4rer?
Potentialfunktion:
1
or) = -[E(r)dr = 2Q lyo 2 ¢
Are 12 4 zer
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per Definitionem:
p(x) = 0

S o) =2

4rer

Lage der Punktladung Q im Raum:

o) = ¢(x.y.2)

) ‘r"q‘:\/(X‘XQ)2+(y’yq)2+(z"ZQ)2

P(ra) (+

x

r Feld-Ortsvektor
r, Quellen-Ortsvektor
Bild: Berechnung der Potentialfunktion einer Punktladung

Q

o= 4ns(?—r:)

Kartesische Koordinaten x, v, z:

(r-r) = JOX-% 2 + (y-y, ) + (z-2,)°

= Q
@ (X Y,2) = Are \/(X-Xq)2 + (Y- Y2 + (z-2,)7
Ex(X; Y, Z) = -8_¢ — Q X'Xq 3
OX Are [\/(X-Xq)Z + (y-yq)z n (Z-Zq)z]
Ey(x, Y, Z) = _8_(0 — Q y_yq 3
oy Are [\/(X-xq)z + (Y -y + (Z-Zq)z]
EZ(X, Y, Z) = _6_(/) — Q Z_Zq

T e

a, + Ey;y+ Ezg

-
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Ladung im Ursprung E =0 :

Q

X, Y, 2Z) =
? .y, 2) Aze X2 + Y2 + 22
X
Ex (X1 y! Z) = 4Q 3
e [\/x2 +y2 + 22]
Ey (X, y,2) = 4Q Y 3
ne [\/x2 +y2 + 22]
E, (XY, 2) = —> :

Are [sz +y2 o+ ZZT

Kugelkoordinaten r, @, v

X=r-singcose,y =r-singsing,z=r -cos Y

o(r,e9)= — —
Are \jr +1,2- 21 (singsin g, cos(¢- ¢,) +C0s 9 oS Y,)
0 r-r (singsing, cos(¢-¢, )+cosdcosd )
Er(r’¢’3):'a_¢:4Q q q q q -
r e [\/’rzjtr(]l’é’-2rrq(sin,9sin,9q cos(¢ - ¢,) +cos 3 cosSq)}
10 -r_(cos$sing cos(p- ¢, )—-sindcos,)
E.9(r)¢) 9):-_£:4Q : . . . 3
r e [\/r2+qu-er(]'(sinSsinSq cos(¢-¢,) +cos 3 cosSq)]
1 dp Q r.sing sin(g-g,)
Ew(r,¢7, 19): _ q q q

rsinddp 4ze er +1,2-2rr (singsing, cos(p-,) + cosl9cosl9q)}

E(r, o 9 =Ea +E,a, +E,a,

Bemerkung: ¢ ist das elektrische Potential, aber auch Teil des Koordinatensystems.

op . o : ,
o ist das Potential differenziert nach dem Winkel ¢

op

-
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Ladung im Ursprung a = 0:

o, 8 o) = 4&
el
Q
E (r, 9 =
- 2 Arer?
E, (r, 8 ¢) =0
E, (% ¢) =0

Zylinderkoordinaten r, @, z

X=r-COS@,y=r-Sinp,z=z2

Q

Are \j(r cosp—r,cos¢, )’ +(rsing—r,sing, )’ +(z-z,)*

@ (r,p,z)=

r-r,cos(p-¢,)

3
[\/(r cosp—r,cosg,)* +(rsinp—r, sing,)* +(z—zq)2}

0
Ef(r’q)’z):'a_gro:ﬁrg

E (r0.2) 190 Q r, sin(e-¢,)

4 - E 3
ror A [\/’(r cosg—r,Cos¢,)* +(rsing—r, sing,)* +(Z_Zq)2}

9 Q (z-2,)
3
0z Are [\/(I‘COSgD—I’qCOSCOq)Z+(rSin¢_r°‘Sin¢q)2+(Z_Zq)2}

Hochspannungstechnik | Seite 4 von 5
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Ladung im Ursprung a = 0:

p(r, ¢ z) = Q L - L
- 4re Jr2cos? p+risin®p+2z? A7 r? 4 22
Q r
E (r, ¢ 2) =
(9 2) i T2y

E,(r,¢,2) =0

Q z

Ez (r1 (A Z) = 47&9@

-
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Ubung 3

Nebenrechnung Ubung 3 Aufgabe 1

Kugelkoordinaten: Herleitung des Nenners

(p(l’,(p,S): 2 2 2 2
4'n'8\/(x_xq) +(y_yq) +(Z_Zq)

a=r’-sin*(8)-cos’ (¢)+1,-sin’ (9, )-cos (¢, )—2-1-1,-sin(8)-cos(p)-sin (9, )-cos(¢p, )
+1°-sin’ (9)-sin® (@) +1,2-sin (8, )-sin® (g, )= 2-r-1, -sin (8)-sin (¢)-sin (8, )-sin (¢, )
+1°-cos’ (9)+1,2-cos* (9, ) —2-r-1,-cos(8)-cos(9, )

=1

a=r’.|sin’ (8)-[cos2 (¢)+sin? (cp)J+ cos’(9)

=1

+1,7 ~[sin2 (%) (0052 ((pq)jrsin2 ((pq))+ cos’ (9, )J

=1

=b

—2-1-1, -[sin(&)-sin(Sq)-[cos((p)~cos((pq)+sin (94)-sin(e, )] +cos(9)-cos(9, )J

Produkte von trigonometrische Funktionen (F+H Seite 39)

cos(x)-cos(y) =%-(cos(x —y)+cos(X+Yy))

sin(x)-sin(y) :%'(COS(X ~y)-cos(x+y))

b=%(COS(@—%)HOS((PH%)+C°5(‘P—<Pq)‘cos(‘P+‘Pq))
:%(z-cos(cp—(pq))=COS((P—<Pq)

(19.9)= 2
e 4~n-s\llr2 +12=2-1e1, -(sin(8)~sin(8q)~cos(8—8q))+cos((p)cos(cpq)

\_
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Zylinderkoodinaten: Herleitung der r- und ¢- Komponenten

‘ (r (P,U):_a_(p:_ o '—; 2. (r cos(¢)-r, - COS((pq)) cos(¢)+2- (r sin(<p)—rq-sin((pq))-sin((p)
o 4w r cos(¢)—t, -cos( (pq r sin -sin(@q))2+(z—zq)2
s(0+0q) 5(0-0q )+cos(9+y))
r- cos )+sin? sin(p)-sin(g, ) + cos( (p) cos(¢, )
e e

4o \/r .cos(@) -1, -cos (g, ) )2+(r -sin(@)—r, -sin (pq 2 (z—zq)2
2-

e el
4-m-e \/(I’-COS((p)—I’q-COS((pq))Z (r~sm((p)—rq-S|n((pq))2+(z—zq)2
_, 9 r—r,-cos(o-q,)
4-m-g \/(r-cos((p)—r -COS((pq))2 (r-sin((p)—r -sin(cpq))2+(z—zq)2
£, (o) = S0 = e (2 (reos(o) -1, cos(0,)) 5 n<w>+2-<r-si”<®>‘rj‘”%«a))-cos(w)
' ramne \/(r cos(¢) -, cos((pq)) (r-sm —1,-sin(¢ q)) +(z- )
_1Q .((r-cos ~, cos( 2))-sin (@)= 2-(r-sin(e)—1, -sin (¢, ))- cos((p))
rame \/(r cos(@) -, - COS((pq)) (r -sin () - rq~sm((pq)) (z—zq)
. Lsin(o-a)ssn(oren))  =L{sinfe,-o)rsin(oyvo))
{r{cos(cp)sin((p)sin((p)'cos((p)}r r, {COS((pq)Sin((p) ~ sin((pq)-cos((p)H
1
rame \/(r-cos((p)—rq-cos((pq))2+(r-sin((p)—rq-sin((pq))2+(z—zq)2
=5 sin(o-0,))
fa- ;(Sin(@_%))_;'(Sin((pq_q)))
N
rame \/(F-COS(q))—I’q-COS((pq))2+(r-Sin((p)—rq-Sin((pq))2+(2—2q)2
Q. r,-sin(0-o,)
radome \/(r-cos((p)—rq-cos((pq))2+(r-sin((p)—rq-sin((pq))2+(z—zq)z
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Ubung 3

Losung Aufgabe 2 / Ubungsblatt 3

21

Kugelkoordinaten: dA=rsingder dg=r2singdepd4
dV =r2singddr dep dg

iﬁﬁdﬂzwpv dv

Innenraum O <r <a:

V4 2

I TDr(r)r2 sinl9dl9d(p=i.|'
9=0 p=0 00

Flachen- Volumen- Aulienhlille
integral integral

r Hullflache
Ipv r’singdr depdg innerhalb
0

Dr hat Uberall auf der gewéhlten Flache den konstanten Betrag

D(r) — kann als konstanter Wert vor das Integral gezogen werden

D(r) erz_[sing dg=p, Zﬁ%rﬂ.sin& dg
0 0

D(r) =2 E(r) =2

p(r)=—[E (r)dr =—%Ir dr =—§V r2+C, C, kann noch nicht be-

&g ;
stimmt werden

AuRenraum I > a:

Alle Raumladungen bis auf a aufintegrieren

jp\, r*singdr dpd$
0

D(r) ][‘ Trz sinSdgpd.Sl:]{T
00

9=0 p=0
2 i - 1 3 i -
D(r) 271 [singdg =g, 27~ a [singdyg
0 0

a’® a®
D,(N=" 7 E,(N=25"

N
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Hochspannungstechnik |

1 a
0,(r) =~ &,(r) dr =—% a’ jr—z ar=22 ,c,

Randbedingungen:

I/Pot. per Definition im «© =0
(1) mit ¢,(0)=0 folgt C, =0

(2) stetiger Ubergang — ¢ (a) = ¢,(a) folgt C, = ;& a2
£

2.2

{pDdA=Q = [ p, dA

kugelsymmetrisches Problem

Innenraum O <r < a:
gﬁ)B dZ\ =0 (keine Ladung innerhalb der Hohlkugel)
D,(r)=0; E,(r)=0

Innen feldfrei!

(0=—IE(f)dr — ¢ =konst

AuRenraum I = a:
V3 T

D(r) I Trzsin3d¢d3: J' TpA a’singdpdy

9=0 p=0 9=0 p=0

D(r) 2z r? jsinSdS:pA 2w a’ Isin&d&

9=0 9=0

Seite 2 von 3

sehrdinnemetallische
Oberflache

Flachenladungsdichte
homogen auf Oberflache
verteilt!
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d2. p a.2
D) =pa 71 E)="25

2

o) =—[E(dr = Lo [Lar =222 ¢
& r e r
i : NS
mit ¢, (0) =0 folgt C =0; p,(r)=t2=
g I

An der Oberflache der Kugel muss gelten:

coi(a)=<oa(a)=%a=¢i

Hochspannungstechnik |
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Hochspannungstechnik |
Ubung 3

Losung Aufgabe 3/ Ubungsblatt 3

Kugelsymmetrisches Problem:

— wahle Kugelkoordinatensystem mit Ursprung im Kugelmittelpunkt

©

Bild: Kugelkondensator (gesamte Ladung befindet sich auf der Innenelektrode)

Satz vom Hillenfluf3:

j‘:jﬁdK:Q

r2 sing dddp = D(r) 4zr2= Q

— D(r)ﬁDdA = D(r) j j

9=0 p=0

D(r) = Q E(r) = Q

4rr2 Arer?

Potentialdifferenz zwischen Innen- und AuRenelektrode:

R2 R2

Q 1 Q ,1 1
U, ~Ah - = [Edr= @ [Lg -l L
12 ¢12 ¢1 ¢2 Jl Are ar 2 Are 3 R2

N
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Ubung 3

Losung Aufgabe 4 / Ubungsblatt 3

{pDdA=[p dL=Q
A L

Hullflache ist ein in der La4nge unendlich ausgedehnter Zylinder

Da unendlich ausgedehnt ist, gibt es keine Randverzerrungen
— nur vom Radius r abhangig

Zylindersymmetrisches Problem

cj;BB dA= D(r)cﬁ%dA:,}LjdL

/ D(r) 277 [dL=p, [dL

@dA:jTrdq)dL:znr fdL
A

L ¢=0 L

PL PL
") 2wy () 2rer
Al P
N=—|Er)dr=——"—|=dr =-——Inr+C
#(r) I () 2ﬂ£'fr 2w e
- Poniic
2re r

N
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Beliebige Lage im Raum:

E(r)=—2~
27[5‘r—rq‘
o)=L In—=_+C
2w e r_rq‘

bleibt unbestimmt

Hochspannungstechnik |

r-rq

Iq

@o(N= o(X,y,2)

dLg

Seite 2 von 2
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Ubung 3

Losung Aufgabe 5/ Ubungsblatt 3

PuL=1p =

—|O

P2="PL=—

—|O

Potentialverteilung im Feldraum wird durch Uberlagerung der den beiden Linienladungen zuzuordnenden
Potentiale bestimmt (Superposition).

aus Aufgabe 4: ¢(r) = _ZA Inr +C
e

Einfihrung von Bezugspotential (% =0) in Entfernung rg:

o(r;)=0; dh. C - A Inr,

2w &
PL PL PL I
- r=-— Inr + Inr, =—""-—In£t
() 2w & 27 ° 27me

Das Bezugspotential kann nicht wie im kugelsymmetrischen Feld als unendlich weit entfernt angenommen
werden, da sich sonst ein unendlich groRes Potential ergeben wirde.

N
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sehr weit entferntes Bezugspotential

\4
x

+QIL a -QIL

Fur die Uberlagerung der Potentiale ¢, und ¢, , die den Ladungen +Q und —Q zugeordnet werden, gilt in
einem beliebigen Punkt P (der Xy -Ebene):

% 2 2
=L|nri_L|nri=A|n rir_z
2re 1, 27we 1, 2me¢ norg

Unter der Annahme eines sehr weit entfernten Bezugspotentials, d.h. unter der Annahme

Myl &<y, Mg und Iy =Ty

kann der Abstand zum Bezugspotential geklrzt werden.

I
2re X,
Aquipotentialflaichen ¢ = konst Berechnung der Aquipotentiallinien

d.h. -2 =k =konst

-
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So umformen, dass sich allg. Kreisgleichung in X,y
Koordinaten ergeben

(X=X 4 (Y — Y2 =17

k2

B 2 2
2 a 2 2 a 2
XPrax+oty? [=X* —ax oty

2
(k2 —1){x2 +y? +"ﬂ+(k2 +Dax=0 [(k?-1);k? =1

2

k*-1

X2 +

( k2+1§j2_(k2+1)2 a® a’

+
k?-12

Die Aquipotentiallin
— Kreisgleichung:

Hochspannungstechnik |

2

a
ax+—+y’=0

4
(-4 a0

ien beschreiben Kreise in der Xy Ebene

Seite 3von 5
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1
——
k?+1a) , |(K*+1? (k*-1?|a?
Xt 5| ™Y Tl v v e |4
K?-12 (K212 (K2-17°|4
*

k*+2k*+1-(k* -2k*+1) a*

(k* —12) 4
k2 2 2
(K1) (*+)
mit Kreismittelpunkten: aus Symmetriegriinden liegen alle Kreismittelpunkte auf
der X -Achse
U
r=0 =y=0 (so festgelegt)

y =0 und () = (++)

k2+1§
k?-12

= X=x

S

r —a
(k* -1
(**) = mit Radien
k

Bestimmung von k: Q= A Ink

Hochspannungstechnik | Seite 4 von 5
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Kreisgleichung der Aquipotentiallinien
( 2r e ]
expl —o
PL
2
( 2w e j
eEXpl —o -
PL

=>1I=

Hochspannungstechnik |
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und Hochspannungstechnik (IEH)
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Hochspannungstechnik |
Ubung 3

Losung zu Aufgabe 6 / Ubungsblatt 3

Aufgabe 6.1

Zylindersymmetrisches Problem:

— wahle Zylinderkoordinatensystem. Mittelachse des Zylinders fallt auf z-Achse

Innenraum 0 < r < a:

Hullenflache A befindet sich innerhalb des virtuellen Zylinders!

Satz vom HullenfluR:

[[DdA = J.:Upv dv

A

- D(r) pdA = p,[[[dVv

2

!

© 27

D(r)jjr d¢ dz = p,

—3

jr' dr' d¢ dz
0

8

1
- D(r) = = pr
(r) > P

Feldstarkefunktion: E.(r) = b(r) = By
£ 2¢
Potentialfunktion: g(r) = - IEi(r) dr = -2 Ir dr = -Perz C,
2¢ 4g

(C,kann noch nicht bestimmt werden)

N
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Aullenraumr > a:

7 N
Ve
/ \
/ \
/ \
/ \
|
|
\ /
\ /
\ /
\
A~ 7
~N 7

Bild: Virtueller Zylinder, Hullenflache befindet sich auRerhalb des virtuellen Zylinders!

(gesamte Ladung ist eingeschlossen!)

Satz vom HullenfluR:

5 dA = [[fn, av -Q

— D(r)@%dA = pvmdv -0

o 27

D(r) [ [rdgdz = p,

§ ——8

Tir dr d¢ dz
00

2
N D(r):ipva—
2 r

2
Feldstarkefunktion: E,(r) = b _ A &

& 26 1

Potentialfunktion: g.(r) = -an(r) dr = -g—"az I% dr = -g—vaz (Inr) + C,
& &

Randbedinqungen:

Um C, zu bestimmen mii3te ein weiteres Potential gegeben sein. ¢,(c0) — 0O ist nicht méglich, da

mit C, = g—"az (In r) das Potential immer O fur den AuRenraum betragen wirde.
£

#(a) = ¢,(a) (Potential ist stetig):

2
C, = P g2 (1-2In a)+C, = 4(r) = Pig2 (1 2Ina - (Lj +C,;
4g 4e

N
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Aufgabe 6.2

Zylindersymmetrisches Problem:

— Wwahle Zylinderkoordinatensystem, Mittelachse des Zylinders falle auf z-Achse

Innenfraum 0 < r < &

Bild: virtueller Zylinder

Hullenflache A befindet sich innerhalb des virtuellen Zylinders!

Satz vom Hillenfluf3:

<ﬁ>5 dA = 0 (es befindet sich keine Ladung innerhalb der Hohlkugel)
A

aus Symmetriegriinden heben sich die Feldlinien im Innern
des Hohlzylinders auf (aber nur, weil p, homogen verteilt ist)
— D(r) =0

Feldstarkefunktion: E(r) = 0

Potentialfunktion: ¢ = konst. = ¢(a)

Hochspannungstechnik | Seite 3von 4
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Aullenraumr > a;

// + \\
/
st \
/ \
/ \
l \
I+ +l
I
\ /
\ /
\
\ + +//
N s

Bild: Hohlzylinder

Hullenflache A befindet sich aul3erhalb des Hohlzylinders

Satz vom Hillenfluf3:

{pD dA = [[, dA = Q

D(r) {pdA = p, [[ dA - Q

© 27 w© 271

D(r) [ [rdgdz = p, [ [adgdz

a
D(r) = Pa F
Feldstarkefunktion: E,(r) = D) _ pn 2
& e I
Pa 1 Pa
ry= -|E,(r)dr = -=2 |=dr = -~2alnr + C
Potentialfunktion: %1 I (1) £ I,— e

(Potential im Auf3enraum ist nicht eindeutig bestimmbar)

Randbedingunqg:

¢;(a) = ¢, (a) = _p?a_ a-ln(a)+C

N
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Karlsruher Institut far Technologie

Losung Aufgabe 7 / Ubungsblatt 3

Aufgabe 1

Q
C:U U,=0,-¢

cj;BDdAzQ

IEH Institut fur Elektroenergiesysteme
und Hochspannungstechnik (IEH)
Leiter: Prof. Dr.-Ing. T. Leibfried

Hochspannungstechnik |
Ubung 3

2z L
[ [rdedz=D(r)2zrL=Q - D(r)= Q
=0 z=0 2zrL
4
Q
E(r)=
) 2rerl
RZﬁ . RZ
U,=|Edr= Q j—drz Q [Inr]RZ: Q I&
2, 2rel 31 2rel R 2mel R
C:gzzﬂ;L
Ut
Rl
Hochspannungstechnik | Seite 1von 1
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Ubung 3

Losung Aufgabe 8 / Ubungsblatt 3

Hullflache f y

X
Bild: Plattenkondensator

Satz vom HullenfluRR:

@5 dA =p A =4Q
A

aus Symmetriegriinden existieren lediglich Feldlinien in x-Richtung
(Randverzerrungen sind zu vernachlassigen!)

§ppdA = [[(D(xy.2) &) (2, dA)

H D (x,y,z) dA

A
D ”dA auf der Flache A ist D (nahezu) konstant und kann daher
A

vor das Integral gezogen werden

@56 dA = DA=¢E A=+Q
A
Ezgzkonst

gA

N
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Potentialdifferenz:

d
U12 = A¢12 = ¢1 - ¢2 = J.E ds
0

d
= [E, dx (E || ds; mitE = E, a, ds = dx a,)
0
d
= E, Idx
0
_Qy
cA
Kapazitat:
c. Q _ A
U, d

-
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Losung Aufgabe 9/ Ubungsblatt 3

9.1

E(x,y,2) = Ex2y2€1X +lx3y€1y in [l}
& P m

D(x,y,2) =15x%y’a, +x’ya, in [%}

\P:@SlﬁdA:Q

Summation der elektrischen Fliisse durch die 6 Flachenelemente des Wiirfels

(1,5x*y?ax + x%ya, ) |_l(éxdydz) +

J j (15x%y%ax + x3yéy)X=|71((—éx)dydz)+

y=—1z=-1

¥

j j (15x2y2a>?+x3yéy)y J_l((—éy)dxdz)+

x=-1z=-1

(1,5x*y?ax + x%ya, ) |l(éydxdz) +
yu

x=-1z=-1

1 1
[ [ @sxy?ax+x%a) | (a,dxdy)+
x=—1y=-1 z=1

1

J ] @sxtyiax+xiya) | ((-8,)dxdy)

x=—1y=-1

11 11 11 11
Y= jleyzdydz +Ij—l5y2dydz + I I x°dxdz + I I x3dxdz

-1-1 -1-1 -1-1 -1-1

11 1 " 1 1 1
\P:ZIIxsdxdz=2j x3dx[z]l=4jx3dx=4{—x4} =0
-1-1 -1 -1 4 -1

Das Ergebnis lasst vermuten, dass innerhalb des betrachteten Volumens keinerlei Ladung vorhanden ist.

Stimmt das?
Aufgabe 9.2 gibt Aufschluss dartber.

N
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9.2

1 1
Y= I J' (15x°y*ax +x%ya,) | (a,dydz)+
y=02=0 x=1
1 1
| ] @sxy’ax+xya) | ((-4,)dydz)+
y=02z=0 x=0
1 1
J' j (1,5x*y%ax +x%ya,) | (a,dxdz) +
x=0z=0 y=1
1 1
j j (15x%y%ax +x%a,) | (-4, )dxdz) +
x=0z=0 y=0
1 1
I j (1,5x*y*ax +x%ya,) | (a,dxdy)+
x=0y=0 z=1
1 1
| ] @sx*y®ax+xya,) | (-&)dxdy)
x=0y=0 z=0
11 11
¥ = ”lSyzdydz +0+ ”x3dxdz +0
00 00
1 1
Y= IlSyzdy [z](l) +Ix3dx[z]z
0 0

h 2 h 3 Ip s 1p 4
£l5y dy+.([x dx:E[y ]O+Z[X ]0

= —+4 =
2

1 1 3
42[C]

Das Ergebnis zeigt, dass sehr wohl Ladungen innerhalb des Wiirfels vorhanden sind. Der Satz vom Hullen-
flud gibt also keine Auskunft Uber die tatsachlich vorhandenen Ladungen innerhalb eines betrachteten Vo-
lumens, sondern macht eine integrale Betrachtung uber die Wirkung aller im Volumen enthaltenen Ladungen

als Quelle bzw. Senke nach au3en.
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